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1 Domande

1. Sistemi dinamici

(a) Quali caratteristiche ha un punto di equilibrio?

R: Il vettore & delle derivate delle variabili di stato & nullo.

(b) Come si linearizza un sistema dinamico?

R: Sviluppando in serie di Taylor al primo ordine intorno a un punto di equilibrio le
espressioni dell’uscita e delle derivate dello stato.

2. Trasformata di Laplace

(a) Dimostrare 'espressione della trasformata di Laplace G(s) di un sistema dinamico.

R: Dall’espressione in forma di stato
x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
si ottiene, trasformando secondo Laplace:
sX(s) —xg = AX(s) + BU(s)
Y (s) =CX(s)+ DU(s)

Siamo interessati solo all’evoluzione forzata, quindi xg = 0. Si ricava 'espressione di
X(s):
(sI — A)X(s) = BU(s) = X(s) = (sI — A)"'BU(s)

Sostituendo nell’espressione di Y si ha:
Y(s) = (C(sI — A" B+ D)U(s)

Quindi
Y(s)
U(s)

= C(sI — A)7'B+ D =G(s)

3. Risposte di sistemi elementari

(a) Ricavare la risposta allo scalino di un sistema con due poli reali e uno zero. Cosa cambia al
variare di T" e 77




R: Un sistema con due poli reali e uno zero (e guadagno unitario) ha trasformata di
Laplace
1+7s

“) = T e+ os)

(1)

La risposta allo scalino si ricava mediante lo sviluppo in fratti semplici di éG (s) ed ¢ pari

a
T — Tl —t=T1 . T — TQ _t:Tl)

t) = t)(1
y(B) = sea(t)(1 + e — Z—E

(2)
Si distinguono tre casi:

1. 7 > 11 > T3 > 0: il sistema presenta una sovraelongazione tanto piu marcata
quanto pit lo zero ¢ vicino all’origine;

2. 7 = T} > T5: il sistema e approssimabile con un sistema del primo ordine con un
solo polo, presenta lieve sovraelongazione se 7 > T} e sottoelongazione se 7 < T7.

3. 7 < 0,71 > T>: il sistema presenta una sottoelongazione tanto pitt marcata quanto
pit lo zero e vicino all’origine.

(b) Ricavare la risposta allo scalino di un sistema con una coppia di poli complessi coniugati.
Cosa cambia al variare di &7

R: Un sistema con una coppia di poli complessi coniugati e guadagno unitario ha tra-

sformata di Laplace
1

14 2€s/wn + s%/wd (3)

G(s) =

La risposta allo scalino si ricava mediante lo sviluppo in fratti semplici di éG(s) e, per
¢ €]0,1][, & pari a

o— Int
y(t) = sca(t)(1 — \/17_75 sin(wny/1 — &2t + arccos(§))) (4)

Si dimostra che S¢;, = 100e vt 2 . B possibile approssimare il tempo di assestamento al
k% con l'istante di tempo in cui e 't = k/100. Si ottiene quindi Thx ~ M
Se £ = 0 il sistema ¢ stabile, non asintoticamente, mentre per £ < 0 11 51stema dlventa

instabile.

4. Risposta in frequenza

(a) Regole per il tracciamento approssimato dei diagrammi di Bode.

R: Prendendo i logaritmi dei moduli, i prodotti e i quozienti diventano somme e diffe-
renze: € quindi possibile separare i contributi di guadagno k, zeri/poli reali e cc e poi
sommarli per ottenere il diagramma di Bode finale. I contributi degli zeri si ottengono
negando quelli dei poli. Lo stesso vale per gli argomenti.

Modulo
1. Guadagno k: Retta orizzontale che vale 20log k;
2. Poli nell’origine (jw)?: Retta con pendenza —20g dB/decade;
3. Poli reali 1 4 7jw: Retta con pendenza -20 dB/decade per w > 1/|T|;

4. Poli cc 1 + 2jwé /wn — w?/w?: Retta con pendenza -40 dB/decade per w > wp.




Argomento
1. Guadagno k: 0 per guadagno positivo, —180° per guadagno negativo;
2. Poli nell’origine (jw)?: —g90° su tutto I'asse delle pulsazioni;
3. Poli reali 1+ 7jw: —90°sgn(7T) per w > ﬁ;

4. Poli cc 1+ 2jwé /wn — w?/wi: —180°sgn(€) per w > wh.

5. Stabilita e prestazioni

(a) Definizione di margine di ampiezza e fase. In che modo questi margini danno indicazioni sulla
stabilita robusta del sistema?

R: Il margine di fase ¢ definito come Mg = 180° +arg{L(jwe)}, |L(jwe)|ag = 0, quello di
ampiezza come My = —|L(jw )|,arg{L(jw )} = —180°. Il margine di fase da una misura
della stabilita del sistema a fronte di un ritardo di tempo: dato che un ritardo di tempo 7
da al diagramma di Bode della fase un contributo di —w7 il sistema rimane stabile finché
T < & Lo stesso vale per il margine di ampiezza e incertezze sul guadagno del sistema,
che rimane stabile finché l'incertezza 0k < Mj.

(b) Regole per il tracciamento approssimato del luogo delle radici.

R:
1. Il luogo delle radici ha p rami;
2. il luogo delle radici e simmetrico rispetto all’asse reale;

3. tutti i punti dell’asse reale a sinistra di un numero dispari di singolarita reali
appartengono al luogo delle radici;

4. i rami partono dai poli di L(s);
5. z rami arrivano agli zeri di L(s), i restanti p — z divergono all’infinito;

6. i rami che divergono hanno asintoti obliqui che intersecano ’asse reale in x5 =
L S7(zi — pi) con zj € Ze{L(s)},pi € Po{L(s)} e formano con esso angoli pari a

p—z

VIO 1 e [1.(p— 2)];

7. 1 punti di intersezione dei rami con 1’asse reale sono dati dai massimi e minimi di

v(s) = —(1/L(s)): i massimi di  rappresentano rami che si separano e diventano
cc, 1 minimi rami che confluiscono sull’asse reale.

(c) Derivare le espressioni delle funzioni di sensitivita F'(s), S(s), Q(s) e le espressioni approssi-
mate dei loro moduli.

R: A partire dal modello nella prima figura, sfruttando il principio di sovrapposizione de-
gli effetti si definiscono le uscite Yy (s), Yy(s), Yn(s) dovute rispettivamente al riferimento,
al disturbo sull’uscita e al disturbo di misura. In maniera analoga si definiscono gli errori
e le variabili di controllo Ey.4:n(s), Un:d:n(s). A questo punto, analizzando un’uscita per
volta, € possibile scomporre il modello nella somma dei tre modelli rappresentati nelle
figure successive.
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